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Ñ èñïîëüçîâàíèåì êâàçèêëàññè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ â ðàìêàõ 
ìîäèôèöèðîâàííîé ìîäåëè Ìàÿäàñà è Øàöêåñà òåîðåòè÷åñêè ïðîàíàëèçèðîâàí 
ýôôåêò Çîíäãåéìåðà â äâóõñëîéíûõ ïëåíêàõ (ÄÏ) ñ ïîëèêðèñòàëëè÷åñêîé 
ñòðóêòóðîé. Ïîëó÷åíî îáùåå è àñèìïòîòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîâîäèìîñòè 
ÄÏ â îðòîãîíàëüíîì ê ãðàíèöå ðàçäåëà ñëîåâ ìàãíèòíîì ïîëå. Â îáëàñòè ñëàáûõ 
ìàãíèòíûõ ïîëåé ( / 1jd rβ = << , ãäå jd −  òîëùèíà j − ãî ñëîÿ îáðàçöà; 

r − ëàðìîðîâñêèé ðàäèóñ) ïðåäñêàçàíà íåìîíîòîííàÿ çàâèñèìîñòü ïðîâîäèìîñòè 
ÄÏ îò îòíîøåíèÿ òîëùèí ñëîåâ, êîòîðàÿ ÷óâñòâèòåëüíàÿ ê ñòðóêòóðå è 

ñòåïåíè ÷èñòîòû îáðàçöà. Åñëè æå ìàãíèòíîå ïîëå ñèëüíîå ( )1jβ >> , òî 

ïðîâîäèìîñòü ÄÏ ñòàíîâèòñÿ îñöèëëèðóþùåé ôóíêöèåé ìàãíèòíîãî ïîëÿ, 
àìïëèòóäà êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ñðåäíåé øèðèíîé êðèñòàëëèòîâ è ñòåïåíüþ 
øåðîõîâàòîñòè âíóòðåííåé è âíåøíèõ ãðàíèö îáðàçöà. Ïðîâåäåí äåòàëüíûé 
÷èñëåííûé àíàëèç óäåëüíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ÄÏ îò îòíîøåíèÿ òîëùèí ñëîåâ è 
âåëè÷èíû ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, 
îïèñûâàþùèõ õàðàêòåð âçàèìîäåéñòâèÿ íîñèòåëåé çàðÿäà ñ ãðàíèöàìè îáðàçöà. 

 
ÂÂÅÄÅÍÈÅ 

Çíà÷èòåëüíûé ïðîãðåññ â ìèêðîýëåêòðîíèêå è âû÷èñëèòåëüíîé 
òåõíèêå â çíà÷èòåëüíîé ìåðå îáóñëîâëåí øèðîêîìó èñïîëüçîâàíèþ 
ñëîèñòûõ ñòðóêòóð â âèäå ãåòåðîñòðóêòóð, ïîëóïðîâîäíèêîâûõ 
ñâåðõðåøåòîê è ðàçëè÷íîãî òèïà ìóëüòèñëîåâ, îáëàäàþùèõ óíèêàëüíûìè 
ôèçè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò áîëüøîé èíòåðåñ ê 
òåîðåòè÷åñêîìó è ýêñïåðèìåíòàëüíîìó èññëåäîâàíèþ ýëåêòðîííîãî 
òðàíñïîðòà â òàêèõ ñèñòåìàõ. Ñ ôóíäàìåíòàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, 
èññëåäîâàíèÿ êèíåòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ìíîãîñëîéíûõ îáðàçöîâ 
ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïîäðîáíóþ èíôîðìàöèþ î õàðàêòåðå âçàèìîäåéñòâèÿ 
íîñèòåëåé çàðÿäà ñ ãðàíèöàìè ðàçäåëà ñëîåâ ìåòàëëà. 

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñ èñïîëüçîâàíèåì êâàçèêëàññè÷åñêîãî 
ïðèáëèæåíèÿ [1,2] â ðàìêàõ ìîäèôèöèðîâàííîé ìîäåëè Ìàÿäàñà è 
Øàöêåñà (ìîäåëü ÌØ) [3,4] òåîðåòè÷åñêè èññëåäîâàí ýôôåêò Çîíäãåéìåðà 
[5] â äâóõñëîéíûõ ïëåíêàõ (ÄÏ) ñ ïîëèêðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðîé. 
Ïîëó÷åíî îáùåå è àñèìïòîòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîâîäèìîñòè ÄÏ â 
îáëàñòÿõ ñëàáîãî è ñèëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Â îáëàñòè ñëàáîãî 
ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðåäñêàçàíà íåìîíîòîííàÿ çàâèñèìîñòü ïðîâîäèìîñòè 
(ñîïðîòèâëåíèÿ) îò îòíîøåíèÿ òîëùèí ñëîåâ. Â îáëàñòè ñèëüíîãî 
ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðîâîäèìîñòü ñòàíîâèòñÿ îñöèëëèðóþùåé ôóíêöèåé 
ìàãíèòíîãî ïîëÿ, àìïëèòóäà êîòîðîé ÷óâñòâèòåëüíà ê ñðåäíåé øèðèíå 
çåðåí â ïëîñêîñòè ñëîåâ ÄÏ è ê õàðàêòåðó âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíîâ ñ 
ãðàíèöàìè îáðàçöà. Ïðîâåäåí ïîäðîáíûé ÷èñëåííûé àíàëèç óäåëüíîãî 
ñîïðîòèâëåíèÿ äâóõñëîéíîé ïëåíêè îò îòíîøåíèÿ òîëùèí ñëîåâ è 
âåëè÷èíû ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, 
îïèñûâàþùèõ îáðàçåö. 

 
1 ÏÎËÓ×ÅÍÈÅ ÎÑÍÎÂÍÎÃÎ ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈß 

Ðàññìîòðèì äâóõñëîéíóþ ïëåíêó, ñîñòîÿùóþ èç ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèõ 

ñëîåâ íîðìàëüíîãî ìåòàëëà ðàçíîé òîëùèíû ( )j nd d≠  è ñòåïåíè ÷èñòîòû 
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( )j nl l≠ . Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî íîðìàëü ê ãðàíèöå ðàçäåëà (ÃÐ) ñëîåâ 

ïàðàëëåëüíà îñè X , à ðàçìåðû ñëîåâ â íàïðàâëåíèè îñåé Y  è Z  
“áåñêîíå÷íû”, òàê ÷òî äâèæåíèå íîñèòåëåé çàðÿäà â ïëîñêîñòè YZ  íè÷åì 
íå îòëè÷àåòñÿ îò èõ äâèæåíèÿ â áåçãðàíè÷íîì ìåòàëëå. Ïðåäïîëîæèì, 
÷òî ê ÄÏ ïðèëîæåíî îðòîãîíàëüíîå ê ÃÐ ñëîåâ ìåòàëëà âíåøíåå 
ìàãíèòíîå ïîëå H , à ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå íàïðÿæåííîñòè E  íàïðàâëåíî 
âäîëü ìåæñëîéíîé ãðàíèöû.  

Äëÿ òîãî ÷òîáû âû÷èñëèòü âåëè÷èíó ïëîòíîñòè òîêà J : 
 

2
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j j
j
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= ∑∫ ∫J v p                              (1) 

 
íåîáõîäèìî ðåøèòü ëèíåàðèçîâàííîå ïî ñëàáîìó ýëåêòðè÷åñêîìó ïîëþ E  
êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå Áîëüöìàíà äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ 
ýëåêòðîíîâ ( , )jf r p  â êàæäîì ñëîå ÄÏ: 

0
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êîòîðîå â τ - ïðèáëèæåíèè äëÿ èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé èìååò 
ñëåäóþùèé âèä: 

.j j j
j j

j

e
t τ

∂Ψ ∂Ψ Ψ
+ + =

∂ ∂
v v E

r
                              (3) 

 
Çäåñü ,e r  è p  – çàðÿä, êîîðäèíàòà è êâàçèèìïóëüñ íîñèòåëÿ çàðÿäà; 

jv  è jε  – åãî ñêîðîñòü è ýíåðãèÿ; 0( )jf ε - ôåðìèåâñêàÿ ôóíêöèÿ 

ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîíîâ; t − âðåìÿ äâèæåíèÿ íîñèòåëÿ çàðÿäà âäîëü 
òðàåêòîðèè â ìàãíèòíîì ïîëå; h − ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà; 1 2d d d= +  - 
òîëùèíà äâóõñëîéíîé ïîëèêðèñòàëëè÷åñêîé ïëåíêè. Ýôôåêòèâíîå âðåìÿ 
ðåëàêñàöèè ýëåêòðîíîâ jτ  ó÷èòûâàåò ðàññåÿíèå íîñèòåëåé çàðÿäà êàê â 

îáúåìå ñëîåâ ìåòàëëà, òàê è íà ãðàíèöàõ êðèñòàëëèòîâ è â ðàìêàõ 
ìîäèôèöèðîâàííîé ìîäåëè ÌØ èìååò ñëåäóþùèé âèä [4]:  

 

0
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1 ,F

j
j j y j

p

p
α

τ τ

  = + 
  

                                   (4) 

 
ãäå 0 jτ  – õàðàêòåðíîå âðåìÿ ðåëàêñàöèè ýëåêòðîíîâ îòíîñèòåëüíî èõ 

óïðóãèõ ñîóäàðåíèé â îáúåìå îáðàçöà, ò.å. âðåìÿ, çà êîòîðîå “ñòèðàåòñÿ” 
ïàìÿòü ýëåêòðîíà î ïðîøëîì; Fp  - ôåðìèåâñêèé êâàçèèìïóëüñ; yjp  – 

ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ìåæêðèñòàëëèòíûì ãðàíèöàì êîìïîíåíòà 

êâàçèèìïóëüñà ýëåêòðîíà; 
1

j j
j

j j

l R

L R
α =

−
 - çåðíîãðàíè÷íûé ïàðàìåòð, ãäå 

jl − äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ýëåêòðîíîâ; jL  – ñðåäíèé ðàçìåð 

êðèñòàëëèòîâ â ïëîñêîñòè ñëîåâ ìåòàëëà; jR  – âåðîÿòíîñòü çåðêàëüíîãî 

ðàññåÿíèÿ ýëåêòðîíà íà ãðàíèöå çåðåí. 
Îáùèì ðåøåíèåì êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (3) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ 
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( , ) ,j j

t t tt

j j jFe dt e e

λ
τ τ

λ

′− −

′Ψ = + ∫r p v E                                 (5) 

ãäå λ  - ïîñëåäíèé ìîìåíò îòðàæåíèÿ íîñèòåëÿ çàðÿäà ìåæñëîéíîé 

ãðàíèöåé ( 0)sx =  èëè âíåøíèìè ïîâåðõíîñòÿìè ( )1 2,sx d d= −  

äâóõñëîéíîãî îáðàçöà, ò.å. áëèæàéøèé ê t , íî ìåíüøèé åãî êîðåíü 
óðàâíåíèÿ: 

( ) ( ) ( )
t

s t d t t
λ

λ′ ′− = ≡ −∫r r v r r .                            (6) 

 

Ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè jF , âõîäÿùèå â îáùåå ðåøåíèå êèíåòè÷åñêîãî 

óðàâíåíèÿ (5), îïèñûâàþò õàðàêòåð âçàèìîäåéñòâèÿ íîñèòåëåé çàðÿäà ñ 
ãðàíèöàìè îáðàçöà è ìîãóò áûòü íàéäåíû ñ ïîìîùüþ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.  

Äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàêîí äèñïåðñèè ýëåêòðîíîâ â 
êàæäîì ñëîå ÄÏ êâàäðàòè÷íûé è èçîòðîïíûé. Â ýòîì ñëó÷àå 
ïåðåíîðìèðîâêà õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ïîñëå âçàèìîäåéñòâèÿ 
ýëåêòðîíîâ ñ ìåæñëîéíîé è âíåøíèìè ãðàíèöàìè îòñóòñòâóåò [6,7], è 
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ( , )jΨ r p  (5), ïîçâîëÿþùèå 

íàéòè âåëè÷èíû jF , èìåþò ñëåäóþùèé âèä [1,7-9]: 

 

( , ) ( , ),j ns s
j n j j j n js d q s d ′Ψ = Ψp p                                  (7) 

 

(0, ) (0, ) (0, ),jn n
ss s

j j n j nj nP Q′ ′′Ψ = Ψ + Ψp p p  1,2.j n≠ =                 (8) 

 
Çäåñü jq const= − âåðîÿòíîñòü çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ ýëåêòðîíîâ j − é 

âíåøíåé ïîâåðõíîñòüþ äâóõñëîéíîãî îáðàçöà; j nP const= - âåðîÿòíîñòü 

çåðêàëüíîãî ðàññåÿíèÿ íîñèòåëåé çàðÿäà íà ãðàíèöå ðàçäåëà ìåæäó j − ì 

è n − ì ñëîÿìè ìåòàëëà; n jQ const=  – âåðîÿòíîñòü ïðîõîæäåíèÿ 

ýëåêòðîíà èç n − ãî ñëîÿ â j − é ñëîé áåç ðàññåÿíèÿ, òàê ÷òî 1.j n n jP Q+ ≤  

Êâàçèèìïóëüñû p , ′p  è ′′p  ñâÿçàíû óñëîâèÿìè ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è 
òàíãåíöèàëüíîé ïî îòíîøåíèþ ê ìåæñëîéíîé è âíåøíèì ãðàíèöàì ÄÏ, 
ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè x jv  ýëåêòðîíîâ, j x js sign v=  è óêàçûâàåò çíàê, 

íîðìàëüíîé ïî îòíîøåíèþ ê âíåøíèì è ÃÐ ñëîåâ ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè 
ýëåêòðîíîâ ( )1 2,s s= + = − .  

Ïîäñòàâëÿÿ ôóíêöèè ( , )jΨ r p  â ôîðìå (5) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (7) è 

(8), ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî 

jF . Çíàÿ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîíîâ ( , )jΨ r p  â êàæäîì ñëîå ÄÏ, 

ìîæíî çàïèñàòü êîìïîíåíòû òåíçîðà ýëåêòðîïðîâîäíîñòè αβσ  ( ), ,y zα β = , 

ñâÿçûâàþùåãî ïîëíûé ýëåêòðè÷åñêèé òîê (1) â äâóõñëîéíîì îáðàçöå ñ 
ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì Eβ : 
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Imyz zy j j j
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d

σ σ σ ∗

=

  = − = Φ 
  

∑ ,                      (10) 

ãäå 0jσ - êîýôôèöèåíò óäåëüíîé ïðîâîäèìîñòè áåçãðàíè÷íîãî îáðàçöà â 

îòñóòñòâèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ, âðåìÿ ðåëàêñàöèè â êîòîðîì 0jτ . Ðàçìåðíàÿ 

ôóíêöèÿ j
∗Φ , êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò âëèÿíèå ðàçìåðîâ ñëîåâ ìåòàëëà íà åãî 

ïðîâîäèìîñòü â îðòîãîíàëüíîì ê ïîâåðõíîñòÿì ÄÏ ìàãíèòíîì ïîëå, 
ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ñëåäóþùåì âèäå: 
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/2 31
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( )( )( ){ 21
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( )( )2 2 2 21 1j j n j n n j n j n j n n j j nq P E q P E q q Q Q E E∆ = − − − , 1,2,j n≠ =  
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ãäå r − ëàðìîðîâñêèé ðàäèóñ; i − ìíèìàÿ åäèíèöà. 

Ôîðìóëû (9) - (12) â ïðèíöèïå ïîëíîñòüþ ðåøàþò ïîñòàâëåííóþ 
çàäà÷ó, îïðåäåëÿÿ çàâèñèìîñòü êîìïîíåíò òåíçîðà ïðîâîäèìîñòè îò 
òîëùèíû äâóõñëîéíîé ïîëèêðèñòàëëè÷åñêîé ïëåíêè è âåëè÷èíû 
ìàãíèòíîãî ïîëÿ (ãàëüâàíîìàãíèòíûé îñöèëëÿöèîííûé ýôôåêò â 
äâóõñëîéíîé ïîëèêðèñòàëëè÷åñêîé ïëåíêå) ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ 
âåëè÷èíû ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ïàðàìåòðîâ çåðêàëüíîñòè, îïèñûâàþùèõ 
õàðàêòåð âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíîâ ñ ãðàíèöàìè îáðàçöà. Èíòåãðàëû, 
âõîäÿùèå â ôîðìóëû (9) è (10) íå ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç 
ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè. Ïîýòîìó äàëüíåéøèé àíàëèç ïðîâîäèìîñòè 
(ñîïðîòèâëåíèÿ) âîçìîæåí òîëüêî íà îñíîâå ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà. Îäíàêî, 
äëÿ ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ jk  è jβ  ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû 

ïðîñòûå àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ðàçìåðíîé ôóíêöèè, ÷òî ïîçâîëèò 
ïðîèçâåñòè ñðàâíåíèå òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ ñ ðåçóëüòàòàìè 
ýêñïåðèìåíòà. Íèæå ìû ïðîàíàëèçèðóåì íàèáîëåå èíòåðåñíûé, ñ òî÷êè 
çðåíèÿ ýêñïåðèìåíòà, ñëó÷àé, à èìåííî - çàâèñèìîñòü óäåëüíîé 
ïðîâîäèìîñòè (ñîïðîòèâëåíèÿ) ÄÏ îò îòíîøåíèÿ òîëùèí ñëîåâ ìåòàëëà 

,n jd , ñòðóêòóðû îáðàçöà  è âåëè÷èíû ìàãíèòíîãî ïîëÿ jβ . 

Åñëè ìåæñëîéíàÿ è âíåøíèå ãðàíèöû çåðêàëüíûì îáðàçîì ðàññåèâàþò 

ýëåêòðîíû ( )1, 1j n j n n jq q P Q= = + =  è âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà  
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,j nl l≡  0 0j nσ σ≡ , j nα α= ,                             (13) 

 
òî äâóõñëîéíóþ ïëåíêó ôîðìàëüíî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îäíîðîäíûé 
îáúåìíûé ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèé îáðàçåö, ïðîâîäèìîñòü êîòîðîãî 
îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (12). Â ñëó÷àå, êîãäà øèðèíà ìåæêðèñòàëëèòíûõ 
çåðåí â ïëîñêîñòè ñëîåâ çíà÷èòåëüíî áîëüøå äëèíû ñâîáîäíîãî ïðîáåãà 

ýëåêòðîíîâ ( )j jL l>> , èëè ãðàíèöû çåðåí ïðàêòè÷åñêè ïðîçðà÷íû äëÿ 

íîñèòåëåé çàðÿäà ( )1jR << , ò.å. ïàðàìåòð 1jα << , òî ïðîâîäèìîñòü 

ìàññèâíîãî îáðàçöà ïðè ïðîèçâîëüíûõ è ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèÿõ 
ìàãíèòíîãî ïîëÿ jβ  ðàâíà  

2 2

2 2 2 2 2

2 22 2 2 2

2 2

33
1 1 , 1,

23
Re 1

32 3
1 1 , 1.

2

j j
j j

j j j j j
j j j

j jj j j j
j j

j j

k k k k
T T

k kk k

β β
α ββ

α
β β α β

β β

∗

  
− − − <<     −    = = − ≅    + +      + − >>      

   (14) 

 

Ïðè âûïîëíåíèè ïðîòèâîïîëîæíîãî íåðàâåíñòâà ( )1jα >> , ò.å. êîãäà 

äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ýëåêòðîíîâ çíà÷èòåëüíî áîëüøå øèðèíû 

êðèñòàëëèòîâ ( )j jl L<< , èëè ìåæêðèñòàëëèòíûå ãðàíèöû ïðàêòè÷åñêè íå 

ïðîçðà÷íû äëÿ íîñèòåëåé çàðÿäà ( )1 1jR− << , òî ïðîâîäèìîñòü 

áåçãðàíè÷íîãî ïîëèêðèñòàëëè÷åñêîãî îáðàçöà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ 
çíà÷åíèé ìàãíèòíîãî ïîëÿ jβ  ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ñëåäóþùåì âèäå: 

 
2

2 2

3 4 2
1 1

4 5 3
j

j
j j j j

T
k

β
α α α

   = − + −      
.                    (15) 

 
Ïðè ïðîèçâîëüíîì õàðàêòåðå ðàññåÿíèÿ íîñèòåëåé çàðÿäà íà 

ìåæñëîéíîé è âíåøíèõ ãðàíèöàõ àñèìïòîòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ 

ðàçìåðíîé ôóíêöèè Rej j
∗Φ ≡ Φ  òîëñòîãî ( )1jk >>  äâóõñëîéíîãî îáðàçöà ñ 

ìåëêîçåðíèñòîé ( )1jα >>  è êðóïíîçåðíèñòîé ( )1jα <<  ñòðóêòóðîé ìîãóò 

áûòü ïîëó÷åíû èç îáùåãî âûðàæåíèÿ (11). Â ýòîì ñëó÷àå ýêñïîíåíòàìè, 
êîòîðûå ñîäåðæàòñÿ â ôîðìóëå (11) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, à ôóíêöèþ jH  

ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä ïî ñòåïåíÿì jα . Ýòî óïðîùåíèå ïîçâîëÿåò 

âûïîëíèòü èíòåãðèðîâàíèå ïî ïåðåìåííûì èíòåãðèðîâàíèÿ x  è ϕ  è 

ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ âåëè÷èíû jΦ  äëÿ ïðîèçâîëüíûõ 

çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ çåðêàëüíîñòè , ,j j n n jq P Q  è âåëè÷èíû ìàãíèòíîãî 

ïîëÿ jβ : 

 

( ) ( ) ( )
2 2

04 2 2

135 1
0 2 1 1 ,

3256
j j j n

j j j j j n n j n j
j nj j j n

H q P Q
k kk k

β α β β
τ

α α

     ∆Φ = Φ − Φ = − − − + −          
  

1,jα >>  

(16) 
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( )
2 2 2 2 2 2 2

2
2 2 2 2 2 2 4 4

33 3 32
1 2 1

2 16 3
j j j j j j j

j j j jn j j
jj j j j j j j j

k k k k
q P k

kk k k k

β β β
α α

πβ β β β

  − − +Φ = − − − − −    + + + −  
- 

 
2 2 2 2

, 2 2 2 2 2 2

16
1

3
j n j n j n j j n n

n j n j j n
j n j nn n j j n n

k k k k k k
Q d

k kk k k

β β β β
α α

π β ββ β β

  − − −  − − +    −+ + +   
, 1jα << . (17) 

 
Èç ôîðìóëû (17) âûòåêàåò, ÷òî â îáëàñòè ñëàáûõ ( )1jβ <<  è ñèëüíûõ 

( )1jβ >>  ìàãíèòíûõ ïîëåé ðàçìåðíàÿ ôóíêöèÿ jΦ  äâóõñëîéíîé ïëåíêè ñ 

êðóïíîçåðíèñòîé ñòðóêòóðîé ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ñëåäóþùåì 
âèäå: 

 

{ ( )
2 2

2 2

9 9 128
1 2 1

2 16 9
j j

j j j j n j
jj j

q P
kk k

β β
α α

π

  
∆Φ = − − − − − −     

 

2 2 2 2 2 2

0 , 2 2 2 2 2 2

1 16
1 3 1

3 3
j j n j n j n j

n j n j j n
n n j n j n j n

k k k k
Q

k k k k

β β β β
τ α α

β πβ β β

        − + + − + + +              
, 1,jβ <<  (18) 

 
 

( )
2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

3 33 3 32
1 1 2 1

2 16 3
j j j j j

j j j j n j
jj j j j j

k k k k k
q P

k
α α

πβ β β β β

    Φ = − + − + − − − + −             
 

 

( )
2 2

2 2

16
1 1 , 1.

3
j j nn

n j j n j
j nj n

k k kk
Q α α β

β β πβ β

   − − − − + + >>      
          (19) 

 
Â ôîðìóëàõ (16) è (18) âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè ( )0jΦ  â îòñóòñòâèå 

ìàãíèòíîãî ïîëÿ ðàâíà [10]: 
 

( )

( ) ( )

( ) ( )

0 ,

0 ,

3 3 32 16
1 2 1 1 ,

2 16 3 3
1,

0 2563 1 512
1 2 1 1 .

4 4 105 105
1.

j j j n j n j n j j n
j

j
j

j nj
j j n n j n j

j j j j n j n

j

q P Q
k

q P Q
k

α α τ α α
π π

α
α αα

τ
α α πα α πα α

α

     − − − − − − − +         <<Φ =       +    − − − − − −              >>
(20) 

 

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ñëîè äâóõñëîéíîé ïëåíêè òîíêèå ( )1jk << , à 

ìàãíèòíîå ïîëå ñèëüíîå ( )1jβ >> . Åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî j jkα < , 

òî ðàññåÿíèåì íîñèòåëåé çàðÿäà íà ìåæêðèñòàëëèòíûõ ãðàíèöàõ ìîæíî 
ïðåíåáðå÷ü [10], è èíòåãðàëû â ôîðìóëå (11) ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû 
ìåòîäîì ñòàöèîíàðíîé ôàçû è äëÿ îñöèëëèðóþùåé ÷àñòè ðàçìåðíîé 
ôóíêöèè ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå: 
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( )( ) ( )( ){ ( ) +−−−−−−=Φ −−
n

k
jnnjjj

k
njjnjj

j

j
osj

nj dQqQqPq
k

ββ
β

cose1cose15.0112
2

3
,4

( ) ( )
( )

( ) ( )( )
~

,2 4

,

1 1 3
e cos 1

21

j nk kj n j
j osnj j n j

jn j

q q k
Q d

d
β

β
− +

− − + + ≡ Φ
− 

.             (21) 

 
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îñíîâíîé âêëàä â îñöèëëÿöèîííóþ ÷àñòü ðàçìåðíîé 
ôóíêöèè j osΦ  âíîñÿò îêðåñòíîñòè òî÷êè, ãäå ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ 

x  ðàâíà åäèíèöå, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò îïîðíîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè Ôåðìè 
[11-13].  

Ìîíîòîííàÿ ÷àñòü ðàçìåðíîé ôóíêöèè â ñèëüíîì ìàãíèòíîì ïîëå 
ðàâíà 

( )
2

2

3
1 2

16
j

jmon j j n n j
jj

k
q P Q

kβ

  Φ = + − − − 
  

,                    (22) 

 
è ñîîòâåòñòâåííî îòíîøåíèå îñöèëëèðóþùåé ÷àñòè ðàçìåðíîé ôóíêöèè 

jΦ  ê åå ìîíîòîííîé ÷àñòè èìååò ñëåäóþùèé âèä: 

( )

2
~3/2

3
2

16

j os
j os

jj mon j
j j n nj

j

r
d d

q P Q
l

 Φ
= Φ  Φ  + − − −

,             (23) 

ãäå 
~

j osΦ  îïðåäåëåíî âûðàæåíèåì (21). 

Ïðè îòêëîíåíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ îò íîðìàëè ê ìåæñëîéíîé ãðàíèöå 
êà÷åñòâåííûé õàðàêòåð çàâèñèìîñòè ïðîâîäèìîñòè äâóõñëîéíîãî îáðàçöà 
îò îòíîøåíèÿ òîëùèí ñëîåâ ,n jd  è âåëè÷èíû ìàãíèòíîãî ïîëÿ jβ  îñòàåòñÿ 

òàêèì æå. Â ýòîì ñëó÷àå â ôîðìóëå (11) òîëùèíó jd  ñëåäóåò çàìåíèòü íà 

/cosjd θ , ãäå θ − óãîë îòêëîíåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ îò íîðìàëè ê 

ìåæñëîéíîé ãðàíèöå [12].  
 
 

2 ×ÈÑËÅÍÍÛÉ ÐÀÑ×ÅÒ 
Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííîãî àíàëèçà óäåëüíîå ñîïðîòèâëåíèå ρ  

äâóõñëîéíîé ïëåíêè ñ ïîëèêðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðîé óäîáíî çàïèñàòü 
â ñëåäóþùåì âèäå:  

{ }
2,1

2,1 1

01 1 2,1 2,1
2 2

1
, 0,1

Re 1 11 , ,

dd

D d
T

ρ
ρ ∗

 →  +  Φ= ≅  
Φ + ≈ → ∞    Φ

             (24) 

 

ãäå 0
,

0

n n n
n j

j j j

d
D

d

σ
σ

∗

∗

Φ
=

Φ
, à ðàçìåðíûå ôóíêöèè j

∗Φ  îïðåäåëåíû ñîîòíîøåíèåì 

(11), Re( )j j
∗Φ = Φ . Ïðè çàïèñè ôîðìóëû (24) ìû ó÷ëè, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì 

2,1d   íàïûëÿåìûé ñëîé ñòàíîâèòñÿ òîëñòûì ( )2 1k >> , è ðàçìåðíàÿ 

ôóíêöèÿ 2Φ  ñòàíîâèòñÿ ïîðÿäêà 21/T  (ñì. ðèñ.1 à).  
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Â ôîðìóëå (24) íåçàâèñèìûìè ïàðàìåòðàìè ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðû 
çåðêàëüíîñòè , ,j n n j jP Q q , çåðíîãðàíè÷íûå ïàðàìåòðû jα , íîðìèðîâàííàÿ 

íà äëèíó ñâîáîäíîãî ïðîáåãà òîëùèíà áàçîâîãî ñëîÿ 1k , îòíîøåíèå äëèí 

ñâîáîäíîãî ïðîáåãà â ñëîÿõ ìåòàëëà 1,2 1 2/l l l=  è ïàðàìåòð 1β , 

îïðåäåëÿþùèé âåëè÷èíó ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Îñòàëüíûå âåëè÷èíû ìîãóò 
áûòü âûðàæåíû ÷åðåç âûøåóêàçàííûå ïàðàìåòðû ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

 

2 2,1 1,2 1k d l k= , 2 2,1 1dβ β= .                            (25) 
 

Êðèâûå, ïðèâåäåííûå íà ðèñ. 1, ïîëó÷åíû ÷èñëåííûì ðàñ÷åòîì ïî 
òî÷íîé, â ðàìêàõ ìîäèôèöèðîâàííîé ìîäåëè ÌØ [3,4] ôîðìóëå (24) è 
èëëþñòðèðóþò çàâèñèìîñòü 01/ρ ρ  ( 01ρ − îáúåìíîå çíà÷åíèå 

ñîïðîòèâëåíèÿ áàçîâîãî ñëîÿ ìåòàëëà ñ ìîíîêðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðîé) 
äâóõñëîéíîãî îáðàçöà îò îòíîøåíèÿ òîëùèí ñëîåâ 2,1 2 1/d d d=  â ñëàáîì 

ìàãíèòíîì ïîëå ( )1 1β <<  ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, 

õàðàêòåðèçóþùèõ ÄÏ. Ïîëó÷åííûå çàâèñèìîñòè ( )2,1dρ  ïîêàçûâàþò, ÷òî 

â îáëàñòè ìàëûõ çíà÷åíèé 2,1 1d <<  èçìåíåíèå ρ  ñâÿçàíî ñ âëèÿíèåì 

õàðàêòåðà ðàññåÿíèÿ íîñèòåëåé çàðÿäà íà âíóòðåííèõ è âíåøíèõ 

ãðàíèöàõ ÄÏ, â òî âðåìÿ êàê ïðè 2,1 1d >>  ïîâåäåíèå ( )2,1dρ  îïðåäåëÿåòñÿ 

âåëè÷èíîé çåðíîãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà 2α  â âåðõíåì ñëîå ÄÏ (ñì. 

ôîðìóëó (24) è ðèñ. 1  à). Åñëè æå òîëùèíû ñëîåâ äâóõñëîéíîãî îáðàçöà 

ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ñîâïàäàþò, ò.å. 2 1~d d , òî íà çàâèñèìîñòè ( )2,1dρ  

ïîÿâëÿåòñÿ ìàêñèìóì, êîòîðûé îáóñëîâëåí êîíêóðåíöèåé âêëàäîâ â 
ñîïðîòèâëåíèå îáúåìíîãî, çåðíîãðàíè÷íîãî è èíòåðôåéñíîãî ðàññåÿíèÿ 
ýëåêòðîíîâ. Ñ óâåëè÷åíèåì âåðîÿòíîñòè çåðêàëüíîãî ïðîõîæäåíèÿ 
ýëåêòðîíîâ â ñîñåäíèå ñëîè ìåòàëëà ÄÏ (ðèñ. 1  á), íîðìèðîâàííîé íà 
äëèíó ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ýëåêòðîíîâ òîëùèíû áàçîâîãî ñëîÿ 1k  (ðèñ. 1 â) 

è âåëè÷èíû ìàãíèòíîãî ïîëÿ (ðèñ. 1ã), óêàçàííûé ìàêñèìóì 

âûðîæäàåòñÿ è ( )2,1dρ  ìîíîòîííî óìåíüøàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì ñóììàðíîé 

òîëùèíû äâóõñëîéíîé ïëåíêè è àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìèòñÿ ê ñâîåìó 
îáúåìíîìó çíà÷åíèþ 21/T . 

×òîáû óïðîñòèòü èíòåðïðåòàöèþ ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà, 
ïðåíåáðåæåì ðàññåÿíèåì íîñèòåëåé çàðÿäà íà ìåæêðèñòàëëèòíûõ 
ãðàíèöàõ è âëèÿíèåì ñëàáîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà èõ äâèæåíèå. Â ýòîì 
ñëó÷àå ðàçìåðíóþ ôóíêöèþ jΦ  ïðèáëèæåííî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 

[10]: 

( ),1j jn nj n j jP Q d kΦ = + + .                        (26) 

 
Ïîäñòàâëÿÿ (26) â ôîðìóëó (24), à ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå èññëåäóÿ íà 

ýêñòðåìóì, óáåæäàåìñÿ, ÷òî â òî÷êå  

( )

1/2

12 21 12 02,1 1,2
2,1max

21 02,1 1,2

1
1 1

1

P Q Q l
d

P l

σ
σ

 + − − = + − +  
                     (27) 

íà çàâèñèìîñòè ( )2,1dρ  íàáëþäàåòñÿ ìàêñèìóì. Åñëè , 0j n njP Q →  è 

ó÷èòûâàÿ, ÷òî 02,1 1,2 ~ 1lσ , òî ýêñòðåìàëüíîé òî÷êîé ÿâëÿåòñÿ òî÷êà 
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2,1max 0.414d = , ÷òî ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû è ïîäòâåðæäàåòñÿ ÷èñëåííûì 

ðàñ÷åòîì (ðèñ.1) 

 

à 
 

á 

â ã 

 
Ðèñóíîê 1 -  Çàâèñèìîñòü óäåëüíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ îò îòíîøåíèÿ 
òîëùèí ñëîåâ äâóõñëîéíîé ïîëèêðèñòàëëè÷åñêîé ïëåíêè â îáëàñòè 
ñëàáîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ: 
à) 0,1,j j n j nq P Q= = =  1 0,1,k =  1 0,1,β =  1 1α = , 1 - 2 10,α =   

2 - 2 5α = , 3 - 2 1α = , 4 - 2 0,1α = ;  á) 0,1,j j nq P= =  1 0,1,k =  1,2 1,l =  

1 0,1,β =  1jα = , 1 0,0,j nQ− =  2 0,3,j nQ− =  3 0,7,j nQ− =  

4 0,0j nQ− = ;  â) 0,1,j j n j nq P Q= = =  1,2 1,l =  1 0,1,β =  1jα = , 

11 0,01,k− =  12 0,05,k− =  13 0,1,k− =  14 0,5k− = ;  

ã) 0,1,j j n j nq P Q= = =  1 0,1,k =  1 0,1,β =  1jα = , 1 - 1 10,β =   

2 - 1 5β = , 3 - 1 1β = , 4 - 1 0,1β =  
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Íà ðèñóíêå 2 à–ã ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü ñîïðîòèâëåíèÿ 
äâóõñëîéíîãî ïîëèêðèñòàëëè÷åñêîãî ïðîâîäíèêà îò âåëè÷èíû ìàãíèòíîãî 
ïîëÿ 1β  ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ ÄÏ. 

Ïîëó÷åííûå çàâèñèìîñòè ïîêàçûâàþò, ÷òî ñ èçìåíåíèåì ìàãíèòíîãî ïîëÿ 
ñîïðîòèâëåíèå äâóõñëîéíîé ïëåíêè ñòàíîâèòñÿ îñöèëëèðóþùåé 
ôóíêöèåé, àìïëèòóäà êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ñòåïåíüþ øåðîõîâàòîñòè 
ìåæñëîéíîé ãðàíèöû (ðèñ. 2 à, á), òîëùèíîé ñëîåâ (ðèñ. 2 â,), è 
âåëè÷èíîé çåðíîãðàíè÷íîãî ïàðàìåòðà (ðèñ. 2 ã,).  

 

   

        
 

Ðèñóíîê 2 -  Çàâèñèìîñòü ñîïðîòèâëåíèÿ äâóõñëîéíîãî îáðàçöà îò 
âåëè÷èíû ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, 
õàðàêòåðèçóþùèõ îáðàçåö: à) 0,1,j j nq P= =  1 0,01,k =  1,2 1,l =  2,1 1,d =  

1jα = , 1 0,1,j nQ− =  2 0,3,j nQ− =  3 0,7,j nQ− =  4 0,9j nQ− = .;  

á) 0,1,j j nq Q= =  1 0,01,k =  1,2 1,l =  2,1 1,d =  1jα = , 1 0,0,j nP− =  

2 0,3,j nP− =  3 0,7,j nP− =  4 0,9j nP− = ; â) 0,1,j j n j nq P Q= = =  

1,2 1,l =  2,1 1,d =  1jα = 11 0,01,k− =  12 0,05,k− =  13 0,1,k− =  

14 0,5k− = ; á) â) 0,1,j j n j nq P Q= = =  1 0,01,k =  1,2 1,l =  2,1 1,d =  1 1α = , 

1 - 2 0,1,α = , 2 - 2 10α = , 3 - 2 50α = , 4 - 2 100α =  
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Â ñëó÷àå, êîãäà çåðíîãðàíè÷íûé ïàðàìåòð 1jα >> , òî îñíîâíûì 

ìåõàíèçìîì ðåëàêñàöèè ýëåêòðîíîâ ÿâëÿåòñÿ èõ ðàññåÿíèå íà 
ìåæêðèñòàëëèòíûõ ãðàíèöàõ (äâóõñëîéíûé îáðàçåö ñòàíîâèòñÿ 
ýôôåêòèâíî òîëñòûì), è ñîîòâåòñòâåííî îñöèëëÿöèè ïðàêòè÷åñêè íå 
âîçíèêàþò.  

ÂÛÂÎÄÛ 
Òàêèì îáðàçîì, àíàëèç çàâèñèìîñòåé óäåëüíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ÄÏ ñ 

ïîëèêðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðîé îò îòíîøåíèÿ òîëùèí ñëîåâ â îáëàñòè 

ñëàáîãî ( )1jβ <<  ìàãíèòíîãî ïîëÿ, è îò âåëè÷èíû ìàãíèòíîãî ïîëÿ 

ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü õàðàêòåð âçàèìîäåéñòâèÿ íîñèòåëåé çàðÿäà 
ãðàíèöàìè îáðàçöà. Òàêàÿ èíôîðìàöèÿ âàæíà êàê äëÿ àíàëèçà 
òðàíñïîðòíûõ ïðîöåññîâ â ÄÏ, òàê è äëÿ îáúÿñíåíèÿ ãàëüâàíîìàãíèòíûõ 
ñâîéñòâ äâóõñëîéíûõ ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèõ ïëåíîê.  

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà 
îáðàçîâàíèÿ è íàóêè Óêðàèíû (ãîñáþäæåòíàÿ òåìà ¹68.01.03.06 -08). 

 
SUMMARY 

FUCHS-SONDHEIMER’S EFFECT IN TWOLAYER POLYCRYSTALLINE FILMS 
L.V. Dekhtyaruk  
Sumy State University, R.-Korsakova str., 2 , Sumy, 40007 

Within the frames of the modified semi-classical Mayadas - Shatzkes model we investigated 
theoretically the electrical resistivity of polycrystalline double – layered (DL) in a transverse 
magnetic field. We have derived both a general formula (that is valid at arbitrary values of the 
layer thicknesses) and asymptotic expressions those are valid when metallic layers are thick or 
thin as to compare with the electron mean free path. We found a non-monotonic behavior of the 
resistivity vs. the value of an applied magnetic field. As we demonstrated, this behavior is 
sensitive to the characteristics of the electron scattering in the interlayer interfaces in low 
magnetic fields. Moreover, the DL resistivity oscillates in high magnetic fields with the field 
value (or with the layer thicknesses).  
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